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Le Laboratoire Central de  
Surveillance de la Qualité de l'Air 

 
Le Laboratoire Central de Surveillance de la Qualit é de l'Air est 

constitué de laboratoires de l’Ecole des Mines de D ouai, de l’INERIS et du 

LNE. Il mène depuis 1991 des études et des recherch es finalisées à la 

demande du Ministère chargé de l’environnement. Ces  travaux en matière de 

pollution atmosphérique supportés financièrement pa r la Direction Générale 

de l’Energie et du Climat du Ministère de l’Ecologi e, de l’Energie, du 

Développement Durable et de la Mer sont réalisés av ec le souci constant 

d’améliorer le dispositif de surveillance de la qua lité de l’air en France, 

coordonné au plan technique par l’ADEME, en apporta nt un appui 

scientifique et technique aux AASQA. 

L'objectif principal du LCSQA est de participer à l 'amélioration de 

la qualité des mesures effectuées dans l’air ambian t, depuis le prélèvement 

des échantillons jusqu'au traitement des données is sues des mesures. Cette 

action est menée dans le cadre des réglementations nationales et 

européennes mais aussi dans un cadre plus prospecti f destiné à fournir aux 

AASQA de nouveaux outils permettant d’anticiper les  évolutions futures. 
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RESUME 
 

La présente note synthétise les différentes actions réalisées pour le compte des 
AASQA par le LCSQA en 2009 dans le domaine de l’échantillonnage et de 
l’exploitation de données.  

Ces travaux sont divers : formation, séminaire, assistance ponctuelle, études 
méthodologiques. Tous visent cependant au développement d’une approche 
cohérente allant de la collecte de données à l’analyse statistique ou géostatistique 
de ces dernières. 

Les questions abordées concernent la définition de stratégies d’échantillonnage 
temporel et spatial ; le traitement et l’analyse statistique des données recueillies 
(reconstitution de données, étude des relations avec des variables auxiliaires) ; 
l’élaboration de cartographies. 

Parmi les principales actions réalisées ou engagées en 2009, il convient de 
relever : 

- la mise au point et l’évaluation, en collaboration avec le Centre de 
Géosciences/géostatistique de Mines ParisTech, d’une méthode 
d’optimisation de l’échantillonnage spatial ; cette méthode a été appliquée à 
l’échantillonnage du benzène en milieu urbain et testée sur trois 
agglomérations. 

- l’organisation d’une formation sur la cartographie à partir de données de 
mesure et de modélisation ; 

- la mise en chantier d’une étude sur la cartographie urbaine de fond et de 
proximité, avec comme cas d’application un quartier de Grenoble où ATMO 
Rhône-Alpes a récemment conduit une campagne de mesure ;  

- l’exploitation des travaux réalisés par l’INERIS sur les incertitudes de 
modélisation afin que les AASQA disposent d’éléments utiles pour évaluer 
la précision de leurs modèles d’après les objectifs de qualité 
réglementaires.  
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1. INTRODUCTION 
 

Afin d’affiner la surveillance réalisée par les systèmes de mesure en continu et 
apporter une information la plus complète possible sur la qualité de l’air dans leur 
domaine de compétence pour répondre aux exigences des Directives 
européennes, les AASQA conduisent régulièrement des campagnes de mesure. 
Selon les polluants, différents moyens peuvent être déployés, notamment des 
tubes à diffusion passive, qui renseignent sur la variabilité spatiale des 
concentrations, et les moyens mobiles, qui permettent un suivi plus précis dans le 
temps. Les campagnes d’échantillonnage en milieu urbain, autrefois ciblées sur la 
pollution de fond, incluent de plus en plus des points de mesure à proximité du 
trafic, en premier lieu, pour permettre une évaluation plus juste de l’exposition des 
populations et en second lieu, afin de tester et caler les modèles urbains dont 
l’usage se répand. 

Parallèlement à ces campagnes, l’élaboration de cartographies à partir de 
simulations déterministes et de données de stations continue à se développer afin 
d’apporter une information quotidienne de plus grande échelle et couvrir 
l’ensemble du territoire.  

Une application efficace de ces méthodes de surveillance nécessite une réflexion 
sur les stratégies de mesure à mettre en place et la façon d’exploiter au mieux les 
résultats obtenus. Le LCSQA s’implique depuis plusieurs années sur ces 
questions. En 2009, différentes actions relatives à l’échantillonnage spatial et 
temporel, à l’analyse de données et à la cartographie ont été réalisées. Les 
chapitres suivants décrivent brièvement chacune de ces tâches. 

 

2. ECHANTILLONNAGE  
 

2.1 ECHANTILLONNAGE TEMPOREL  

 

Le GT Plans d’échantillonnage et reconstitution de données 
(ADEME/AASQA/LCSQA) s’est achevé début 2009 avec la dernière session de 
formation et la publication d’un guide technique. 

En 2009, le LCSQA a assuré une assistance à l’utilisation des outils de calcul 
accessibles par le site du LCSQA :  

http://www.lcsqa.org/thematique/traitements-
numeriques/modelisation/planification-temporelle-de-echantillonnage  

http://www.lcsqa.org/thematique/traitements-
numeriques/modelisation/reconstitution-de-donnees). 
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Des échanges téléphoniques ont eu lieu avec les associations AIRLOR, AIRAQ, 
Air Languedoc Roussillon et ATMOLOR sur des questions d’ordre : 

- technique : dysfonctionnements ponctuels ; problèmes de calcul liés au 
format des données ;  

- méthodologique : choix des paramètres de calcul, des données d’entrée 
(variables auxiliaires), interprétation des résultats. 

A la suite d’une campagne de mesure de proximité routière, AIRLOR a testé et 
comparé de manière approfondie les différentes méthodes de reconstitution. Ce 
travail a été présenté à l’INERIS à l’occasion d’une réunion à Nancy, le 10 
novembre 2009. Les résultats obtenus par AIRLOR ont été transmis pour analyse 
à l’INERIS. 

Ces différents échanges ont mis en évidence quelques améliorations à effectuer 
dans l’interface du programme de reconstitution et des clarifications et 
compléments à apporter au mode d’emploi. Ces mises à jour sont en cours de 
réalisation. 

 

2.2 ECHANTILLONNAGE SPATIAL  

En 2007, le LCSQA a publié un guide de recommandations sur l’échantillonnage 
spatial en fonction du polluant et du domaine géographique à cartographier 
(Wroblewski et al., 2007). Ces recommandations ont été complétées en 2008, 
avec la mise au point d’une méthodologie en collaboration avec le Centre de 
Géosciences/géostatistique de Mines ParisTech (Malherbe et Cárdenas, 
Faucheux et Fouquet, 2008). Cette méthode distingue plusieurs stades dans 
l’élaboration d’un plan d’échantillonnage : mise au point d’un premier schéma 
d’échantillonnage ; ajustement de ce schéma à la suite de la première campagne ; 
réduction de l’échantillonnage pour un suivi sur le long terme. Les points 
d’échantillonnage sont disposés de manière à parcourir à la fois l’espace 
géographique et l’espace des variables auxiliaires utilisées dans la cartographie. 
Ce travail a fait l’objet d’une communication en juillet 2009, à l’occasion du 
congrès de la société Environmetrics (Faucheux et al., 2009), et il a donné lieu à 
la rédaction d’une publication (en cours de soumission)1. 

En 2009, la collaboration s’est poursuivie avec le Centre de Géosciences qui a 
testé un algorithme d’optimisation de l’échantillonnage (recuit simulé). Ces 
techniques connaissent actuellement un certain engouement (Brus et Heuvelink, 
2007 ; Fuentes, 2007 ; Kanaroglou et al., 2005) ; aussi est-il apparu intéressant de 
comparer les résultats produits par ce type de méthode avec ceux de l’approche 
plus pragmatique mise au point en 2008. Des jeux de données de benzène fournis 
par AIRAQ, ATMO Champagne-Ardenne et ATMO Nord-Pas de Calais ont été 
exploités dans cet objectif. Les résultats de ces travaux sont consignés dans un 
rapport préliminaire (Romary et Fouquet, 2009 cf. annexe 3) dont les principales 
conclusions seront données début 2010. 

 

                                            
1 Faucheux C., Malherbe L., Fouquet (de) C., Cárdenas G., 2009. How to build a sampling 
scheme: recommendations for measurement surveys of air quality. 
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3. EXPLOITATION DE DONNEES 
 

3.1 CARTOGRAPHIE  

3.1.1 SEMINAIRE LCSQA 

Un séminaire LCSQA intitulé « Cartographie de la qualité de l'air : outils et 
enjeux » s’est tenu le 23 septembre au LNE, avec deux parties consacrées à la 
cartographie à l’échelle nationale et à la cartographie aux échelles régionale et 
urbaine. Les présentations réalisées par le LCSQA et les AASQA sont disponibles 
sur le site du LCSQA à l’adresse http://www.lcsqa.org/seminaires_techniques. 

 

3.1.2 FORMATION 

Le LCSQA a organisé une formation sur la cartographie à partir de données de 
mesure et de modélisation. Deux sessions identiques d’un jour chacune ont été 
proposées les 2 et 3 décembre 2009. Elles ont rassemblé respectivement 5 et 7 
participants issus des AASQA AIRFOBEP, AIRLOR, ATMO Auvergne, ATMO 
Champagne-Ardenne, ATMO Franche-Comté, ATMO Nord-Pas de Calais, ATMO 
Rhône-Alpes, ATMOSF’Air Bourgogne, LIM’AIR, QUALITAIR Corse. 

Cette formation a été préparée et dispensée en collaboration avec le Centre de 
Géosciences/géostatistique. Des présentations théoriques sur le krigeage, 
notamment dans le cas multi variable, ont alterné avec des exemples. Un temps a 
été réservé à la discussion. Le déroulé de la formation est joint en annexe 2. 

 

3.1.3 CARTOGRAPHIE DE HAUTE RESOLUTION  

Cette partie a pour objet d’évaluer différentes façons d’introduire une information 
sur la pollution de proximité automobile dans une cartographie de fond urbain. 
L’approche choisie repose sur la géostatistique. Le domaine d’application est un 
quartier de Grenoble. Des données de mesure de NO2 (campagne 
d’échantillonnage combinant sites de fond et sites de trafic), de modélisation 
urbaine (SIRANE) et de variables auxiliaires ont été fournies à l’INERIS par ATMO 
Rhône-Alpes. Le travail qui, le temps de recevoir les données, a été engagé 
tardivement, sera poursuivi et achevé en 2010.  

 

3.1.4 ANALYSE DES INCERTITUDES 

La quantification des incertitudes compte parmi les pré-requis des Directives 
européennes pour l’usage de la modélisation. Dans la réglementation 
européenne, l’incertitude de modélisation est définie comme l’écart relatif entre 
modèle et mesure. Cette différence, qui ne peut être calculée qu’aux stations de 
mesure, ne décrit que partiellement l’incertitude de modélisation sur le domaine 
d’étude. 
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Pour mieux caractériser cette incertitude, l’INERIS a conduit des travaux de 
recherche dont sont synthétisés ci-après les principaux résultats. Les modèles 
étudiés dans ce projet sont deux outils de simulation et de prévision de la qualité 
de l’air utilisés quotidiennement par l’INERIS ou les AASQA : le modèle gaussien 
ADMS-Urban, mis en œuvre à l’échelle urbaine, et le modèle eulérien CHIMERE 
utilisé dans PREV’AIR. 

L'étude relative au modèle gaussien (Debry et al., 2009) a été réalisée en 
collaboration avec l'Ecole des Hautes Etudes en Santé Publique (EHESP) et 
l'ASPA (association de la qualité de l'air en Alsace) dans le cadre du projet PAISA 
qui vise à évaluer l'influence du statut socio-économique sur les relations entre la 
pollution atmosphérique urbaine et les effets à court terme sur la santé (Laurent et 
al., 2007). 

L'étude relative au modèle eulérien a été réalisée en collaboration avec l'INRIA qui 
mène des études approfondies sur les incertitudes des modèles de qualité de l'air 
(projet CLIME) (Mallet et Sportisse, 2006). 

 

L'estimation des incertitudes de chaque modèle a été effectuée en propageant les 
incertitudes de leurs paramètres et variables d'entrées, en particulier de la 
météorologie et des émissions, au moyen d'une méthode de Monte Carlo. Celle-ci 
consiste à perturber aléatoirement chaque entrée suivant une loi de probabilité et 
à effectuer un certain nombre de simulations jusqu'à ce que l'ensemble soit 
représentatif des incertitudes. On présente dans la suite quelques résultats. 

 

ADMS Urban 

La figure suivante (Figure 1) représente les séries temporelles d'ozone obtenues 
par le modèle gaussien ADMS-Urban à la station «Centre» de Strasbourg pour les 
100 simulations Monte Carlo réalisées. Le trait noir représente la simulation de 
référence (non perturbée) et les carrés, les observations à cette station. On note la 
grande variabilité des simulations qui se répartissent à la fois très au-dessus et 
très au-dessous des observations. 

Pour chaque simulation Sk (k=1, …100), l’écart relatif aux observations a été 
calculé de la façon suivante :  

∑
−

=
is

obs
i

obs
ii

k
C

CC

N
ER

,

mod
1

 où les (Ci
mod, Ci

obs) sont les concentrations horaires 

respectivement simulées et mesurées sur l’ensemble de la période de 
modélisation et l’ensemble des stations situées dans le domaine d’étude. 

La moyenne de cet écart relatif sur les 100 simulations, que l’on peut interpréter 
comme une estimation du paramètre ER, est de 0.52, ce qui est proche du seuil 
maximal de 0.50 autorisé pour la modélisation en moyenne horaire (Annexe 1 de 
la Directive 2008/50/CE2). En tenant compte des 100 simulations, l'incertitude sur 
la valeur de ER est estimée en première approche à 59%. 

                                            
2 On rappelle que dans la Directive, l’incertitude sur la modélisation a le sens d’un écart relatif, 
calculé par rapport à la mesure. 
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Pour la simulation de référence, l’écart relatif aux observations est de 0.27. Ainsi 
la simulation de référence est proche des observations. Ce résultat peut 
s'expliquer par le fait que les conditions initiales proviennent elles-mêmes de 
données mesurées, et que certains paramètres du modèle ont pu être calibrés 
pour corriger le biais.  

Le fait que l'écart relatif moyen sur les 100 simulations soit plus élevé peut être dû 
à des simulations perturbées non réalistes, ce qui entraîne également une 
incertitude élevée sur ce paramètre.  

En ce sens, il est nécessaire d'effectuer une réduction des incertitudes en 
sélectionnant un sous-ensemble de simulations Monte Carlo plus représentatif de 
l'incertitude. Il existe plusieurs méthodes pour effectuer cette sélection : les 
méthodes d'ensemble (Mallet et Sportisse, 2006) et l'analyse bayésienne (Bernier 
et al., 2000 ; Romanowicz et al., 2000). Les résultats seront présentés dans le 
rapport du projet Incertitudes de l'INERIS qui sera publié en 2010. 

 

 
Figure 1 : Séries de concentrations horaires d’ozone modélisées par ADMS-Urban 

à la station « Centre » de Strasbourg pour 100 simulations Monte-Carlo. 
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CHIMERE 

500 simulations Monte Carlo ont été ici réalisées. 

La figure suivante représente la concentration moyenne d'ozone sur toute la 
période allant du 1er au 28 août 2009 (Figure 2). Les concentrations sont 
exprimées en µg/m3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2 : Concentration moyenne sur toute la période calculée à l’issue de 500 
simulations Monte-Carlo. 

 

 

La figure suivante représente la carte des écarts-types absolus pour les 
concentrations d'ozone sur la période d'été allant du 1er au 28 août 2009 (Figure 
3). L'écart-type absolu s'exprime en µg/m3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3 : Ecart-type absolu sur toute la période calculé à l’issue de 500 
simulations Monte-Carlo. 
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La figure suivante représente la carte des écarts-types relatifs pour les 
concentrations d'ozone sur la même période d'été (Figure 4). L'écart type relatif 
(écart-type/moyenne) s'exprime sous forme d'une fraction entre 0 et 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4 : Ecart-type relatif (écart-type/moyenne) sur toute la période calculé à 
l’issue de 500 simulations Monte-Carlo. 

 

La comparaison entre les figures 2 et 3 montre que l'écart-type est relativement 
corrélé aux concentrations et qu'il augmente avec celles-ci. La comparaison entre 
les figures 3 et 4 indique cependant que l'écart-type relatif est plus important sur 
les faibles concentrations que sur les concentrations élevées. De ce fait les figures 
3 et 4 semblent anti-corrélées et l'on peut distinguer Paris et Londres sur la carte 
de l'écart-type relatif. 

 

Comme précédemment, l’écart relatif aux observations (ERk, k=1…500) a été 
calculé pour chacune des 500 simulations. La moyenne de cet écart est de 1.04, 
la valeur obtenue pour la simulation de référence étant de 0.94. Son incertitude 
est évaluée en première approche à 23%.  

Si l’on se restreint au pic d’ozone, l’écart relatif aux observations diminue 
nettement et devient inférieur à 0.5 : il est de 0.21 en moyenne (0.15 pour la 
simulation de référence) ; l’incertitude sur cet écart est estimée à 35%.  

 

Les résultats sur CHIMERE feront également l'objet d'une réduction d'incertitude 
qui sera présentée dans le rapport du projet Incertitudes de l'INERIS. 

 

Comme il a été mentionné, des travaux complémentaires seront nécessaires à 
une évaluation plus juste des incertitudes. Les méthodes utilisées par l’INERIS 
sont longues et délicates à mettre en œuvre et requièrent des temps de calcul 
importants. Un usage opérationnel de ces techniques n’est pas envisageable à 
l’heure actuelle. En revanche, une exploitation plus complète et plus détaillée des 
résultats obtenus pourra fournir aux AASQA des données utiles sur la précision de 
leurs modèles évaluée d’après les objectifs de qualité de la Directive. 
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3.2 ANALYSE STATISTIQUE DE DONNEES DE CAMPAGNES  

L’intérêt des AASQA pour une formation en statistique a été confirmé par les 
discussions qui ont eu lieu lors des réunions du CPT, à la fin de l’année 2008. Au-
delà du simple constat, qui consiste à qualifier la qualité de l’air de la zone d’étude 
par rapport aux seuils réglementaires, les AASQA cherchent de plus en plus à 
interpréter les résultats obtenus par une analyse approfondie. 

En 2009, le LCSQA a eu pour tâche d’évaluer plus précisément les besoins des 
AASQA dans ce domaine par le biais d’aides ponctuelles, d’échanges 
téléphoniques ou de réunions, et d’une consultation générale.  

En particulier, le LCSQA a fourni une assistance à ATMO Champagne-Ardenne 
pour une étude statistique de données de pesticides. Ce travail a mis en évidence 
différentes analyses statistiques auxquelles l’exploitation de données de 
campagnes pouvait conduire : calcul de statistiques élémentaires et 
représentation synthétique des données – boîtes à moustaches -, sur l’ensemble 
de la base ou en fonction de certains facteurs, examen des corrélations, étude des 
relations avec des variables auxiliaires, etc. D’autre part, un questionnaire à 
l’attention des AASQA a été mis en ligne sur le site du LCSQA. Au 31 décembre 
2009, 16 réponses ont été reçues. Ce questionnaire est encore ouvert. L’analyse 
des réponses sera achevée début 2010.  

 

4. CONCLUSION 
Les actions conduites en 2009 et les échanges qu’elles ont suscités avec les 
AASQA attestent l’importance de la cartographie et de la mesure temporaire dans 
la surveillance de la qualité de l’air. En 2010, le LCSQA continuera à fournir une 
assistance dans l’utilisation des outils d’échantillonnage et de reconstitution et à 
faire évoluer ces derniers en fonction de l’expérience et des remarques des 
AASQA. A la lumière des réponses au questionnaire et des besoins recensés par 
ailleurs, une formation en statistique adaptée aux attentes des AASQA sera 
également organisée. 
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Fiche descriptive de l’étude 
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THEME 6 : Modélisation – traitements numériques  
 
 

ASSISTANCE A L’EXPLOITATION DE DONNEES DE CAMPAGNES  
ET A LA REALISATION DE CARTOGRAPHIES 
 
Responsables de l’étude : INERIS - EMD 
 
 
Objectif  
 
Les travaux proposés regroupent différents types d’activités ayant pour objet d’assister les 
AASQA dans l’exploitation de données de campagnes et l’élaboration de cartographies. Il 
s’agit de fournir aux AASQA des recommandations méthodologiques qui leur permettent de 
valoriser au mieux les données qu’elles produisent et de répondre aux exigences de la 
surveillance réglementaire. Ces travaux contribueront à une meilleure vue d’ensemble des 
outils de traitement numérique (analyse statistique, géostatistique, modélisation 
déterministe) ; ils chercheront à mettre en évidence les avantages, limites et 
complémentarités des méthodes selon les données disponibles et le contexte de l’étude. 
 
Contexte et travaux antérieurs  
 
Depuis plusieurs années, le LCSQA est impliqué dans des travaux relatifs à la conception de 
stratégies d’échantillonnage spatial et temporel et à l’analyse statistique et géostatistique de 
données de campagnes, notamment pour établir des cartographies : 
 
• participation au GT Plans d’échantillonnage et reconstitution de données (Guide de 

recommandations 2008 ; sessions de formation)  
• guide de recommandations sur l’échantillonnage spatial (LCSQA 2006/2007)  
• rapports d’étude, rapports de synthèse et guides de recommandation sur la cartographie  
• analyse exploratoire de données (étude sur les PM ultrafines, LCSQA 2007/2008). 
 
D’autre part, la modélisation déterministe et la géostatistique sont désormais considérées 
comme des approches complémentaires dont l’utilisation conjointe permet de fournir des 
cartographies de plus grande précision. Dans le cadre de la plate-forme nationale 
PREV’AIR, le LCSQA travaille ainsi sur la réalisation de cartes analysées qui combinent le 
modèle CHIMERE avec les données des stations. Des expériences similaires ont été 
engagées par des AASQA à l’échelle régionale.  
 
A l’échelle urbaine, des études exploratoires ont été également conduites par le LCSQA et 
les AASQA afin d’introduire dans les cartes une information sur la pollution de proximité 
routière.  
La mesure temporaire et la production de cartographies faisant partie intégrante des moyens 
de surveillance, il est pertinent et de diffuser l’expérience acquise par les AASQA et le 
LCSQA dans ce domaine auprès de l’ensemble des associations et de poursuivre les 
investigations sur la cartographie urbaine. 
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Travaux proposés pour 2009  
 
Trois types d’activités, détaillés ci-après, sont envisagés : assistance technique, organisation 
de formations, étude méthodologique. Ces actions seront complétées par la préparation d’un 
séminaire LCSQA sur la cartographie. 
1) Assistance 

Le LCSQA continuera d’apporter son soutien au GT Plans d’échantillonnage et 
reconstitution de données , selon les orientations et objectifs qui seront donnés au groupe. 
Il s’agira d’une assistance méthodologique, technique (mise à jour du logiciel interfacé 
développé en 2008) et du secrétariat (assuré par l’INERIS). Une aide à l’utilisation du logiciel 
sera également assurée à la demande auprès de l’ensemble des AASQA. 
 
2) Organisation d’une formation sur l’élaboration d e cartographies 
 
Une formation sur l’élaboration de cartographies à part ir de données de modélisation  
(sorties de modèles interrégionaux ou nationaux) et de données d’observation  présentera 
les méthodes géostatistiques applicables (techniques de krigeage ou de cokrigeage) et leur 
utilisation dans le cadre de PREV’Air. 
 
3) Elaboration d’une formation sur l’analyse statis tique de données de campagnes 
spécifique aux AASQA. 
 
Suite aux différents échanges lors des CPT de fin 2008, l’intérêt des AASQA pour une 
formation spécifique relative à l’exploitation des données de qualité de l’air a été confirmé. 
L’année 2009 sera consacrée à l’élaboration d’une telle formation, sur la base de quelques 
aides ponctuelles qui pourront être apportées au cas par cas, sur ce sujet, dans la 
perspective d’un module de formation adapté aux attentes début 2010.  
 
4) Etude méthodologique sur la cartographie urbaine  de haute résolution 
 
Différentes approches peuvent être employées, en fonction des outils et des données 
disponibles : 
• couplage entre géostatistique (cartographie de fond) et mesures de proximité  
• couplage entre géostatistique et modèle de rue  
• modélisation déterministe à l’échelle urbaine. 
 
Il est proposé d’étendre à plusieurs zones urbaines les études conduites localement par les 
AASQA ou le LCSQA selon l’une ou l’autre de ces approches. On se concentrera sur les 
polluants faisant l’objet de déclaration à la Commission pour la qualification des zones de 
dépassement de seuils réglementaires. 
 
Sur chaque zone sélectionnée, de nouveaux calculs seront réalisés en complément des 
éventuelles modélisations antérieures, afin de pouvoir comparer les trois méthodes étudiées.  
Des recommandations seront extraites de ces travaux et consignées dans un document de 
synthèse qui présentera les particularités de chaque méthode, les données requises par 
chacune, le domaine d’application, les avantages et les limites de ces méthodes. 
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Ce travail sera réalisé en lien étroit avec l’étude sur l’évaluation des modèles utilisés pour 
simuler la pollution de proximité routière et en concertation avec le Groupe de Travail 
Modélisation. 
 
En complément de ces actions : 
 
5) une attention particulière sera portée à l’analyse des incertitudes associées à la 
réalisation de cartographie (leur quantification fait partie des pré-requis des Directives pour 
l’utilisation de techniques de modélisation).  
 
Ce point important dans le cadre des travaux menés par le GT modélisation fait aussi l’objet 
de travaux de recherche menés par ailleurs par l’INERIS. Ainsi il est proposé dans le cadre 
du LCSQA pour 2009 de rédiger une note de synthèse sur les incertitudes des modèles 
déterministes  et sur l’évaluation de ces incertitudes  à partir de travaux de recherche 
actuellement conduits par l’INERIS et d’une synthèse bibliographique sur les travaux menés 
à l’étranger sur ce sujet. 
 
6) un séminaire technique LCSQA sur le thème de la cartog raphie  sera organisé à 
l’automne.  
 
Les points abordés iront de l’élaboration d’une stratégie d’échantillonnage à la réalisation de 
cartographies : 
 

• données d’entrée : stratégie d’échantillonnage spatial et temporel 
• choix des variables auxiliaires 
• méthodes : krigeage avec dérive externe, cokrigeage 
• introduction de données sur la pollution de proximité, comparaison avec la modélisation 

déterministe 
• méthodologie de surveillance sur plusieurs années. 
 
La cartographie par combinaison de sorties de modèle et d’observations pourra également 
être évoquée. 
 
Ce séminaire fera appel à l’expérience des AASQA et du LCSQA. Il sera l’occasion de 
réaliser un état des connaissances et des avancées méthodologiques sur ces sujets, de les 
faire connaître à l’ensemble des AASQA et de dégager les questions qui pourraient 
subsister.  
 
Le LCSQA propose de formaliser cet état des connaissances sous la forme de fiches 
techniques synthétiques qui seront distribuées aux participants. Le séminaire donnera lieu à 
la rédaction d’actes reprenant les grandes questions abordées et les sujets d’étude mis en 
évidence lors des discussions. Il est prévu de l’organiser à l’automne 2009. 
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Renseignements synthétiques  
 

Titre de l’étude Assistance à l’exploitation de données de campagnes  et à 
la réalisation de cartographies  

Personne responsable de l’étude EMD : André Wroblewski ; INERIS : Laure 
Malherbe 

Travaux  annuels  

Durée des travaux 
pluriannuels 

1 an 

Collaboration AASQA OUI 

Heures d’ingénieur EMD : 200 INERIS : 920 LNE : - 

Heures de technicien EMD :  INERIS : 300 LNE : - 

Document de sortie attendu Fiches techniques  

Lien avec le tableau de suivi CPT Demande d’outils simples et d’une formation sur 
l’exploitation des données – thème Modélisation et 
traitements numériques 

Lien avec un groupe de travail GT Plans d’échantillonnage et reconstitution de 
données 
GT Modélisation 

Matériel acquis pour l’étude  
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Annexe 2 

 

Ordre du jour de la formation LCSQA Cartographie, 2  et 3 
décembre 2009, INERIS, Paris. 
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9h – 9h20 Accueil 

9h20 – 9h30 Tour de table - introduction 

9h30 – 10h15 Rappels : 

• Fonction aléatoire 

• Krigeage 

10h15 – 11h Géostatistique multi variable : 

• Krigeage du résidu 

• Krigeage avec dérive externe 

11h – 11h15 Pause 

11h15 – 12h00 Application à l’analyse 

12h15 - 13h45 Déjeuner 

14h00 - 14h30 Géostatistique multi variable : 

• Cokrigeage 

14h30 – 15h00 Application à l’analyse 

15h00 – 15h15 Introduction de variables auxiliaires 

15h15– 15h45  Bases de données 

15h45 – 16h00 Pause 

16h00 – 16h15  Logiciels 

16h16 – 17h00 Discussion : choix des méthodes et des données d’entrée, 
incertitudes, … 

 

Intervenants : Laure Malherbe, Laurent Létinois (LCSQA/INERIS), Chantal de 
Fouquet (Centre de Géosciences/géostatistique, Mines ParisTech) 

AASQA présentes le 2 décembre : AIRLOR, ATMO Franche-Comté, ATMO 
Rhône-Alpes. 

AASQA présentes le 3 décembre : AIRFOBEP, ATMO Auvergne, ATMO 
Champagne-Ardenne, ATMO Nord-Pas de Calais, ATMOSF’Air Bourgogne, 
LIM’AIR, QUALITAIR Corse. 
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Annexe 3 

Recommandations sur le schéma d'échantillonnage pou r 
les campagnes de mesure de la qualité de l'air : un e 
approche par optimisation 
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Recommandations sur le schéma d'échantillonnage pour les

campagnes de mesures de la qualité de l'air :

une approche par optimisation

Thomas Romary et Chantal de Fouquet

8 avril 2010



1 Introduction

Suite au rapport [6], l'Ineris a souhaité développer l'approche d'échantillonnage optimal
décrite dans l'article de Brus et Heuvelink [2], dans l'idée de comparer les résultats à ceux
o�erts par la méthode proposée précédemment. La méthode proposée par Brus et Heuve-
link vise à générer automatiquement un plan d'expérience optimal minimisant la variance
de prédiction du krigeage universel. Elle repose d'abord sur une modélisation a priori de la
concentration. En particulier elle nécessite de connaître à la fois les variables auxiliaires et le
variogramme des résidus, avant d'obtenir les données. L'optimisation est ensuite réalisée par
recuit-simulé
Ce rapport est divisé en trois parties principales. Dans la première, nous décrirons en détail la
méthodologie en question. Dans la seconde, nous rendrons compte de l'analyse des données de
concentration en benzène issues de campagnes réalisées sur les sites de Reims et Lille, e�ectuée
dans l'optique de dé�nir une modélisation a priori. En�n, nous appliquerons la méthodologie
sur les sites de Lille, Reims et Bordeaux et discuterons de ses résultats. En particulier, sur
Bordeaux, les résultats seront comparés à ceux de l'approche décrite dans [6].

2 Méthodologie

2.1 Modélisation

La modélisation choisie dans [2] est une modélisation en dérive externe :

Z(x) = Y ′(x)β + S(x), (1)

où Z représente la variable d'intérêt, x ∈ X est la coordonnée spatiale, Y est un vecteur de
variables auxiliaires, β un vecteur de paramètres, S(x) un champ aléatoire, appelé résidu.
Etant donné un n-échantillon Z = (Z(x1), . . . , Z(xn)) et la matrice Y des variables auxiliaires
associées, on peut prédire Z en un point x0 par krigeage universel :

Ẑ(x0) =
(
c0 + Y(Y′C−1Y)−1(Y0 −Y′C−1c0)

)′ C−1Z, (2)

où C est la matrice de covariance associée à S, c0 est le vecteur des covariances des résidus au
point de prédiction et les observations. A cet estimateur est associée une variance de prédiction
donnée par la formule suivante :

V(Z(x0)− Ẑ(x0)) = c(0)− c′0C
−1c0 + (Y0 −Y′C−1c0)′(Y′C−1Y)−1(Y0 −Y′C−1c0), (3)

où c(0) est la variance ponctuelle de Z. On peut remarquer que (3) prend en compte à la
fois la variance de l'erreur de prédiction du résidu (deux premiers termes) et la variance
d'estimation de la dérive (terme de droite). Elle est en outre indépendante des données. Elle
dépend du plan d'échantillonnage η à travers c0, C et Y. Minimiser cette grandeur intégrée
sur le domaine d'étude, noté X permettrait d'obtenir automatiquement un plan équilibré par
sa couverture du domaine spatial et du nuage des auxiliaires. Il s'agit ainsi de minimiser la
quantité suivante :

O(η) =
∫
X
V(Z(x)− Ẑ(x))dx (4)

Pour simpli�er les choses, cette intégrale sera évaluée sur un maillage régulier de X . Il est
intéressant de noter que ce critère est proportionnel à la variance ponctuelle du résidu, on
peut s'en rendre compte à la lecture de (3). Ainsi, le plan optimal selon (4) est indépendant
d'un facteur multiplicatif de la fonction de covariance.
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2.2 Optimisation par Recuit-simulé

Minimiser (4) est un problème d'optimisation non trivial. La dimension de ce problème est
très grande et il est impossible d'implémenter des algorithmes déterministes de type Gauss-
Newton. Brus et Heuvelink proposent ainsi le recuit-simulé.
L'algorithme de recuit simulé a été introduit par [11], puis généralisé par [9] à des problèmes
d'optimisation. Il peut s'appliquer à des problèmes d'optimisation globale et de simulation (cf.
[14] et sa bibliographie). Sa dénomination vient d'une analogie avec la métallurgie. En e�et, un
métal est une forme cristalline au sein de laquelle des atomes peuvent venir se loger ; un métal
obtenu par une lente décroissance de la température après sa mise en solution (chau�age) sera
plus solide qu'un métal obtenu en la réduisant rapidement. Elle vise en particulier à générer
des échantillons issus d'une distribution de Gibbs :

Dé�nition 2.1 Un champ aléatoire Z, à valeur dans Z, est un champ de Gibbs d'énergie E,

s'il est régi par la loi de probabilité de densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) :

f(z) =
1
C

e−E(z), (5)

C =
∫
Z

e−E(z)dz, (6)

appelée densité de Gibbs.

La constante C est généralement incalculable en raison de la dimension de Z, c'est pourquoi
les méthodes de Monte-Carlo par chaîne de Markov (MCMC) et la variante qu'est le recuit
simulé sont particulièrement adaptées à la simulation de telles distributions.
L'idée fondamentale de cet algorithme est qu'un changement d'échelle, appelée température,
permet des mouvements plus rapides sur la surface de la fonction E à minimiser/explorer
que les méthodes d'optimisations déterministes comme la méthode du gradient, ou que les
méthodes MCMC classiques. Ainsi, ce changement d'échelle permet d'éviter, en théorie, de
rester bloqué dans le bassin d'attraction d'un minimum/mode local. Décrivons maintenant
l'algorithme de recuit simulé.
Etant donné une suite de températures croissantes positives (Tn), une chaîne Z1 = z1, Z2 =
z2, ... est générée à partir des densités de Gibbs suivantes :

πi(z) ∝ exp (−E(z)/Ti).

Alors que Ti décroît, les valeurs simulées selon cette densité se concentrent dans un voisinage
toujours plus restreint du minimum de E. En e�et, Ti diminuant, la densité cible va être
de moins en moins "plate" : à haute température, elle aura une forme très dilatée, ce qui
permettra à la chaîne générée de parcourir aisément le paysage énergétique, tandis que lorsque
Ti tendra vers 0, la densité cible se rapprochera d'une masse de dirac au minimum de E.
Cet algorithme peut être vu comme une version non homogène de l'algorithme de Metropolis
Hastings. En e�et, dans sa version la plus courante, (Tn) décroît à chaque itération, le noyau de
la chaîne varie donc au cours du temps. Les résultats de convergence classiques sur les chaînes
de Markov homogènes ne s'appliquent donc pas dans ce cadre. L'algorithme se présente de la
manière suivante :
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Algorithm 1 Recuit simulé

Générer z0

for i = 1 . . . N do

Générer y selon une distribution instrumentale de densité q(|y − zi−1|),
Générer u ∼ U[0,1]

if u < α = inf(exp ((E(zi−1)− E(y))/Ti), 1) then
zi = y

else

zi = zi−1

end if

T prend la valeur Ti+1

end for

On peut noter que lorsque E(y) sera inférieure à E(zt−1), la transition sera systématique-
ment acceptée. Dans le cas contraire, elle sera acceptée avec une probabilité non nulle. C'est
ce mécanisme qui assure la validité théorique de l'algorithme. En pratique, sa paramétrisation
nécessite néanmoins un certain doigté, un mauvais choix de paramètres pouvant conduire
à des résultats décevants. On applique généralement des règles heuristiques pour choisir la
paramétrisation de cet algorithme : il est nécessaire que la température de départ soit su�-
samment élevée et sa décroissance su�samment lente. Un résultat de convergence existe, sous
conditions sur E, avec l'hypothèse que la température décroisse en 1/ log(n). Dans la pratique
néanmoins, on emploie généralement une suite à décroissance géométrique.
Dans notre problème, l'énergie à minimiser est la moyenne sur X de la variance de prédic-
tion du krigeage universel (4) en fonction du plan d'échantillonnage η. Comme dans [2], nous
considérons le cas où le nombre n de points à échantillonner est �xé.
Brus et Heuvelink proposent une méthode issue de [9] pour choisir la température initiale.
Elle est choisie de sorte que la probabilité moyenne d'acceptation d'une transition empirant
le critère soit égale à 0,8. On peut la calculer en lançant l'algorithme avec une température
égale à 1 pour un certain nombre d'itérations et en acceptant toutes les transitions. On estime
la moyenne des augmentations du critère : ∆V +. La température de départ est alors donnée
par

T0 =
∆V +

log(0.8)
Les auteurs de [2] proposent un schéma particulier de descente de température : la garder

constante durant un certain nombre d'itérations (ou d'acceptations) avant de la faire décroître.
La distribution instrumentale q, autrement dit le mécanisme permettant de proposer un nou-
veau plan en fonction du précédent consiste à choisir aléatoirement un point de η puis à le
déplacer dans une direction aléatoire, à une distance tirée uniformément entre 0 et une borne
h qui se réduira au cours de l'algorithme. Cette méthode a été proposée dans [8]. Nous pro-
posons ici de mélanger cette distribution instrumentale avec une autre consistant à remplacer
un point de η, sélectionné aléatoirement, par un point tiré uniformément parmi ses n plus
proches voisins dans le nuage des auxiliaires, la valeur de n décroissant au fur et à mesure
de l'algorithme. Ceci peut permettre une exploration plus rapide du nuage des auxiliaires et
ainsi rendre l'algorithme plus e�cace. Il convient donc de dé�nir la probabilité d'e�ectuer une
proposition selon l'une ou l'autre des deux distributions instrumentales.
Il reste en�n à choisir le nombre d'itérations pendant lesquelles la température demeure
constante et un critère d'arrêt (nombre d'itérations �xé, température minimale atteinte, cri-
tère de non-progression,...).
Avant d'appliquer cette méthodologie, il convient de réaliser une étude des données disponibles

4



718000 720000 722000 724000 726000 728000

24
68

00
0

24
72

00
0

24
76

00
0

24
80

00
0

propocc250

●

● ●

●

●
●

●
● ●

●

●

●

●
●

●

●●

● ●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

a.

620000 630000 640000 650000 660000 670000 680000

25
90

00
0

26
10

00
0

26
30

00
0

26
50

00
0

propocc250

●

● ●

●●
●
●●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●●●
●

●
●●●●●●

●

●
● ●

●●
●

●
●●

●●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●●

●

●●
●

●
●●

●
●●
●●

●●● ●
●●●●

●
●●

●
●
●●●

●

●
●
●●

●
●

●
●

●●
●●●

●●
●

●
●

●
●

●

●●

●●
●

●
●
●●●●●●

●
●●●●●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●
●

●

●

● ● ●

●

●

●

●
●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

● ●
●

●

●
●

●

●

● ● ● ●

●
●

●

● ●

●
●

●

● ●
● ●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

b.

Fig. 1 � Plans d'échantillonnage et proportion d'occupation des sols utilisés pour les cam-
pagnes de Reims (a.) et Lille (b.)

a�n de déterminer une modélisation a priori pour la variable d'intérêt : choix des variables
auxiliaires et du modèle de variogramme.

3 Analyse des données disponibles

Pour cette étude, nous disposons de données de di�érentes campagnes sur la concentration
de benzène pour les agglomérations de Lille et Reims. Précisément, nous disposons à Lille de
deux campagnes la première ayant eu lieu à l'été 2003 et la seconde durant l'hiver 2004, toutes
deux selon le même plan d'échantillonnage comprenant 234 points de mesure, une quinzaine
étant indisponibles à chaque campagne. En ce qui concerne Reims, nous avons à disposition
les résultats de 4 études qui ont eu lieu aux mois de février, mai, août et novembre d'une
même année, échantillonnés en 33 points. A noter que 3 points correspondent à des mesures
de proximité automobile, ce qui entraîne des concentrations sensiblement plus élevées. Les
prédicteurs Yi choisis sont la densité de population et la proportion de tissu urbain relative-
ment à une maille de 250 m.
Nous présentons en �gure 1 a. et b. respectivement les cartographies de densité de tissu urbain
de Reims et Lille, où l'on a représenté en rouge les points d'échantillonnages (la taille du cercle
est proportionnelle à la moyenne des valeurs relevées).

3.1 Modélisation de la dérive

Nous rappelons le modèle de la concentration en benzène dans l'air ambiant pour ces deux
villes :

Z(x) =
n∑

i=1

βiYi(x) + S(x), (7)

Nous employons les logarithmes translatés (log(1+y)) des 2 prédicteurs suivants : la proportion
de tissu urbain dans un rayon de 250 m (classe agrégée 1 de la classi�cation CORINE Land
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Cover) et la densité de population dans un rayon de 250 m. La dérive est estimée par moindres
carrés ordinaires. Nous présentons ici les résultats des régressions pour chacune des deux
agglomérations et les campagnes de mesures associées.

3.1.1 Reims

En ce qui concerne Reims, nous avons estimé une régression pour chacune des 4 campagnes
ainsi que pour la moyenne des 4 en expliquant la concentration de benzène par la proportion
de tissu urbain et la densité de population ; nous en présentons les résultats en annexe. Les
deux paramètres sont fortement signi�catifs dans les 5 cas de �gure. Le pouvoir explicatif du
modèle linéaire estimé est globalement élevé (R2).
En revanche, les estimations des régressions di�èrent nettement lorsque l'on inclut ou non
les 3 points de mesure de proximité automobile : les valeurs estimées des paramètres et les
variances des résidus changent signi�cativement. A noter que pour l'estimation des régressions
pour le jeu de données sans les trois points de proximité automobile, nous avons également
soustrait le point de mesure numéro 6 qui présente alors un fort e�et levier.

3.1.2 Lille

Nous avons estimé trois régressions linéaires expliquant la concentration de benzène (hiver,
été, moyenne) par la proportion de tissu urbain et la densité de population, nous en présentons
les résultats en annexe. Globalement, on peut voir que les deux paramètres sont ici aussi
fortement signi�catifs. D'autre part, on peut noter que le modèle de régression a un fort
pouvoir explicatif, avec des R2 supérieurs à 0,85.
A noter la di�érence entre les résultats des campagnes d'hiver et d'été : les concentrations en
benzène sont plus élevées en été, ce qui se traduit par des coe�cients de régression plus élevés
ainsi qu'une variance des résidus plus élevée en hiver.

3.1.3 Bilan

La principale conclusion qui ressort de ces régressions est le fort pouvoir explicatif des
régresseurs choisis, avec des R2 systématiquement supérieurs à 0.8. Il est en revanche di�cile
de tirer des conclusions sur un comportement a priori des βi. En e�et, les valeurs estimées
varient énormément selon la ville considérée et, dans une moindre mesure, selon la campagne
de mesure. Ceci peut être dû à la di�érence typologique entre les deux villes : Lille est une des
plus grandes agglomérations françaises, avec une forte densité de population (6500 hab/km2,
pour plus d'1 million d'habitants dans l'agglomération) et un tissu industriel dense tandis
que Reims est une agglomération de taille bien moins importante (moins de 300000 habitants
dans l'agglomération). Ceci dit, ces paramètres n'entrent pas en jeu dans (4). Notons en�n
que nous n'avons pas inclus la moyenne (intercept ou ordonnée à l'origine) dans l'estimation
de la régression. Les résultats des régressions où nous avions laissé ce paramètre donnaient des
R2 beaucoup plus faibles. On peut justi�er ceci par un argument simple : dans une zone non
habitée où la proportion de surface arti�cielle est nulle, la concentration en benzène devrait
logiquement être nulle à une incertitude près.

3.2 Modélisation spatiale : analyse des résidus

A partir des résidus issus des régressions, nous allons estimer le variogramme de la com-
posante S(x) de (7). Notons que les résidus S(x) ne sont pas directement observables, les
résidus issus de la régression sont les résidus estimés, obtenus en ôtant de la fonction aléatoire
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Fig. 2 � Variogramme expérimental et estimé pour les résidus de la concentration moyenne
issus de la validation croisée pour Reims (a.) et Lille (b.)

Z(x) l'estimation de la dérive. Ils sont ainsi issus d'une projection sur l'orthogonal de l'espace
dé�ni par les régresseurs (Yi), voir [10] pour plus de détails. Plusieurs méthodologies peuvent
alors être mises en ÷uvre :

� une estimation des résidus par validation croisée,
� une estimation par dichotomie d'échantillon (test et validation),
� une approche par voisinages glissants ou zones homogènes.

On a choisi ici l'approche par validation croisée. Globalement, l'estimation du variogramme
des résidus fait apparaître un e�et de pépite associé à un variogramme linéaire de faible pente
sur les données de Reims (�gure 2, a.). Sur Lille aucune structure n'est visible : le résidu
évalué par validation croisée ne montre pas de structure apparente (�gure 2,b.). Cette faible
structuration apparente est probablement due à la présence d'un e�et proportionnel qu'il
convient de prendre en compte dans l'évaluation du variogramme.

3.3 Mise en évidence et prise en compte de l'e�et proportionnel

Un e�et proportionnel est une variation sur le domaine d'étude de la variance ponctuelle
de la variable d'intérêt. Il tient son nom du fait que l'on observe régulièrement des variations
plus importantes dans les plages de valeurs fortes et semble dépendre de la valeur de la va-
riable régionalisée. Il est généralement complexe à modéliser sur la base des seules données
mais peut être parofois expliqué par des variables auxiliaires. Le cas de Lille en est une bonne
illustration.
On a représenté en �gure 3 la moyenne des concentrations observées en fonction du log de la
densité de population. La variance de la concentration moyenne estimée est nettement plus
élevée lorsque le logarithme translaté de la densité de population est supérieur à deux. On peut
ainsi mettre en évidence deux classes de variabilité di�érente en fonction des variables auxi-
liaires : la variance des concentrations appartenant à la seconde classe est trois fois supérieure
à celle correspondant à la première.

Lorsque l'on prend en compte cet e�et proportionnel dans la régression sur les données de
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Lille en e�ectuant l'estimation par moindres carrés pondérés, les résidus estimés par validation
croisée présentent e�ectivement une structure pépite + linéaire, semblable à celle observée sur
les données de Reims comme le montre la �gure 4.
En revanche, les données de Reims, moins nombreuses, ne nous permettent pas d'identi�er
un éventuel e�et proportionnel.

3.4 Conclusion

Au �nal, cette analyse exploratoire des données a permis de sélectionner les variables
auxiliaires, les logarithmes translatés de la densité de population et de la proportion de tissu
urbain, qui expliquent de manière satisfaisante (R2 > 0.8) la moyenne observée des concentra-
tions en benzène. D'autre part, elle a permis d'identi�er, bien que grossièrement, la structure
variographique à employer. En�n, elle mis en évidence un e�et proportionnel pour les données
de Lille qu'il a été possible de modéliser grâce à la densité de population. Sur Reims, en
revanche, les données n'ont pas permis de trancher quant à la présence éventuelle d'un e�et
proportionnel. Il conviendra donc de tester di�érentes modélisations a priori du variogramme
pour l'implémentation de la méthode d'échantillonnage optimal.

4 Application

Dans cette section, nous allons décrire les résultats obtenus en appliquant la méthodologie
présentée en section 2 aux di�érents cas d'étude à notre disposition : Reims, Lille et Bordeaux.
Dans chacun des cas, nous avons considéré le problème du placement des points d'échantillon-
nage sur une grille dont le pas de discrétisation est �xé à 250m. Le cas de Bordeaux fera
l'objet d'une comparaison avec les résultats donnés par la méthode proposée dans [6].
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4.1 Reims

Sur la ville de Reims, nous avons cherché à optimiser le placement de 33 points sur une
grille 49 × 49 selon di�érentes modélisations a priori. Nous avons initialisé l'algorithme avec
une température de T0 = 10−5, puis nous avons fait décroître ce paramètre selon la relation :
Tt+1 = 0.95Tt, dès que 100 transitions étaient acceptées. En�n, nous avons fait varier la taille
de l'intervalle où la distance de déplacement du point est simulée au cours de la simulation :
celle-ci étant �xé à 20× 250m au départ, on l'a faite décroître à raison d'une unité toutes les
500 transitions acceptées.
Nous avons principalement fait varier deux paramètres de la modélisation a priori : le rapport
pépite sur linéaire, c'est-à-dire le rapport de la valeur de l'e�et pépite à la variance maximale
d'un champ aléatoire de variogramme linéaire sur le domaine, et l'e�et proportionnel. Bien que
nous n'ayons pu l'identi�er sur les données de Reims, nous avons envisagé cette modélisation
à la lumière des analyses e�ectuées sur les données de Lille. Nous avons ainsi fait varier ces
deux paramètres ce qui nous a donné les quatre résultats suivants :

1. rapport pépite/linéaire = 1, sans e�et proportionnel, �gure 5

2. rapport pépite/linéaire = 1, avec e�et proportionnel (e�et pépite doublé lorsque le
logarithme translaté de la densité de population est supérieur à 2), �gure 6

3. rapport pépite/linéaire = 4, sans e�et proportionnel, �gure 7

4. rapport pépite/linéaire = 4, avec e�et proportionnel, �gure 8

Chaque �gure représente 5 graphiques di�érents. Dans la partie gauche, on trouve d'abord
la valeur du critère lors de l'acceptation d'une transition (a), puis la moyenne empirique
du taux d'acceptation de transition (mal), le plan d'échantillonnage minimisant le critère
(etabest) et en�n sa représentation (points rouges) dans le nuage des auxiliaires (AUX), en
logarithme translaté, avec la densité de population en abscisse et la proportion de tissu urbain
en ordonnée. Sur la droite �gure le plan optimal superposé à la proportion d'occupation des
sols.
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Fig. 5 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 1, sans e�et proportionnel

On peut d'abord voir sur chacune des quatre �gures que l'algorithme s'est comporté de
manière satisfaisante : les premières transitions sont acceptées avec un taux proche de 1, ce qui
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Fig. 6 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 1, avec e�et proportionnel
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Fig. 7 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 4, sans e�et proportionnel

autorise une bonne exploration de l'espace d'état. Ensuite, ce taux décroît au fur et à mesure
des itérations, ce qui va de pair avec la diminution de la température. Parallèlement, la fonction
objectif décroît de manière satisfaisante, puis se stabilise, ce qui indique la convergence de
l'algorithme. En�n, des simulations répétées avec le même jeu de paramètres d'entrée et une
�graine� di�érente ont donné des résultats assez similaires, ce qui prouve un bonne stabilité
de ces résultats.
L'augmentation du rapport pépite/linéaire, dont l'e�et sur le plan optimal est nettement
visible sur le domaine physique, engendre mécaniquement une variance plus élevée sur les
paramètres de la dérive. Si l'on compare les �gures 5 et 7, sans e�et proportionnel, on peut
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Fig. 8 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 4, avec e�et proportionnel

voir comment la modélisation de la dérive devient prépondérante : dans le premier cas, on a
un plan réparti de manière uniforme sur tout le domaine ; dans le second cas, on a plus de
points au centre de l'agglomération, là où l'on est à même de balayer une plus grande plage
de valeurs des auxiliaires, tandis que le reste des points se répartit à proximité des bords du
champ. Autrement dit, dans le second cas, on va autoriser des distances plus grandes entre
les points du plan d'échantillonnage pour mieux ajuster la dérive. Sur la représentation du
plan optimal dans le nuage des auxiliaires, on voit ainsi sur la �gure 7 que les points sont
plus concentrés aux quatre coins du nuage, ceux qui permettent d'ajuster la dérive linéaire de
manière optimale.
L'ajout d'un e�et proportionnel est nettement visible dans les deux espaces de représentation.
Sur le nuage des auxiliaires, on voit ainsi apparaître des points à proximité de la zone de
délimitation de cet e�et, lorsque le log translaté de la densité de population vaut 2 (�gures 6
et 8).

4.2 Lille

Une di�culté supplémentaire apparaît dans le cas de Lille. La taille du domaine est beau-
coup plus importante et, par suite, le calcul du critère est beaucoup plus coûteux : la grille
comporte 249×266 noeuds. 50000 itérations de l'algorithme prennent ainsi 3 jours contre
3 heures pour Reims. Une simpli�cation du calcul du critère, proposée dans [7], s'est avé-
rée trompeuse : elle consistait à calculer le critère sur une grille plus grossière que la grille
d'étude. Mécaniquement, les points d'échantillonnage se plaçaient alors sur la grille grossière,
minimisant la variance d'estimation en ces points. Nous avons également envisagé de calculer
le critère par voisinage glissant mais les temps de calculs se sont révélés prohibitifs, chaque
itération faisant intervenir un nombre d'inversions de matrice (de covariance) égal au nombre
de points de l'échantillonnage. Nous avons choisi ici d'optimiser un plan d'échantillonnage de
200 points. En raison des temps de calculs importants, nous n'avons e�ectué que deux simula-
tions. L'e�et proportionnel a été �xé avec un e�et pépite 3 fois plus important dans les zones
où le log translaté de la densité de population est supérieur à 2, comme nous l'indiquait les

11



données (voir paragraphe 3.3, p. 7). Par rapport à Reims, nous avons modi�é la température
initiale, �xée ici à 10−8, et la distance maximale initiale proposée pour le déplacement du
point, �xée à 30× 250m.
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Fig. 9 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 1, avec e�et proportionnel
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Fig. 10 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 4, avec e�et proportionnel

Ici aussi, l'algorithme s'est bien comporté et semble avoir convergé. La �gure 9 fait appa-
raître une densité importante de points dans les centre des zones urbanisées. La représentation
dans le nuage des auxiliaires fait apparaître la répartition caractéristique due à l'e�et pro-
portionnel déjà observée sur Reims, les points se positionnant aux extrémités du nuage et de
la zone de délimitation de l'e�et. D'autre part, la répartition spatiale des points montre une
bonne couverture du domaine.
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4.3 Bordeaux : comparaison avec la méthode précédente

Sur cette ville, les données de concentrations en benzène n'ont pas été prises en compte
pour construire la modélisation a priori. L'algorithme a été mis en oeuvre sur la base de
l'information extraite des jeux de données de Reims et Lille. Le domaine a été discrétisé sur
une grille 184 × 154 de pas 250m, soit un nombre de mailles environ deux fois inférieur à
celui de Lille. Le temps de calcul s'en trouve ainsi réduit mais reste conséquent : 2 jours
environ. La densité de population n'était pas disponible selon le même mode de calcul que
précédemment, nous disposons sur Bordeaux de la densité de population dans un rayon de 100
m. La distribution de cette grandeur est sensiblement di�érente de la densité de population
calculée sur une maille de 250m. Nous prendrons la médiane du log, soit 4.7, comme borne
déterminant l'e�et proportionnel.
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Fig. 11 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 4, avec e�et proportionnel

Les résultats correspondent aux attentes : le plan optimal représenté en �gure 11 semble
avoir une bonne répartition spatiale et parcourt le nuage des auxiliaires conformément à ce
qui a été observé sur Lille et Reims. Au regard du critère calculé, il est bien évidemment
meilleur que le plan proposé dans [6], de par la nature de la méthode.
De la même manière, nous avons représenté en �gure 12, le plan optimal généré par l'algo-
rithme de recuit-simulé lorsque le rapport pépite sur linéaire est égal à 1.

Ici aussi les résultats ne sont guère surprenants : une part plus forte de la structuration
dans la variance du résidu entraîne mécaniquement une répartition spatiale plus uniforme
puisque la réduction de la variance o�erte par le krigeage à proximité des points de mesure
est alors plus importante, induisant une couverture spatiale plus complète.

4.4 Bilan

Globalement, cette méthode présente l'avantage d'être facilement implémentable. Elle
semble en outre fournir des résultats satisfaisants et ce de manière automatique, bien que
les temps de calculs soient importants, ce dernier point étant lié à l'utilisation d'un langage
interprété. On pourrait s'attendre à de bien meilleures performances en codant l'algorithme
en C par exemple.
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Fig. 12 � Résultats pour un rapport pépite/linéaire = 1, avec e�et proportionnel

Notons que la valeur du critère pour le plan optimal était systématiquement nettement infé-
rieure à celle calculée pour les plans existants, cette dernière étant souvent du même ordre que
la valeur calculée pour un plan tiré aléatoirement, selon un processus de Poisson homogène.
La principale faiblesse de cette approche est d'être associée à une modélisation a priori res-
trictive : il faut connaître a priori les variables auxiliaires signi�catives ainsi que leur ordre
(linéaire, quadratique,...) ; il faut également �xer le modèle de covariance des résidus. En�n,
le plan obtenu en minimisant ce critère ne permettra pas forcément de remettre en cause
la modélisation initiale une fois les mesures e�ectuées et pourra éventuellement conduire à
de facheux résultats pour l'estimation. C'est pourquoi une approche bayésienne pourrait se
révéler intéressante. Celle-ci pourrait en e�et nous permettre d'appréhender une incertitude
sur certains paramètres (rapport pépite/linéaire, e�et proportionnel,portée,...) et d'employer
une gamme plus large de critères.
Ceci dit, le choix d'une approche bayésienne nous inciterait à nous orienter vers d'autres al-
gorithmes numériques que le recuit-simulé : outre sa lenteur, il peut présenter des défauts en
présence de nombreux minima locaux : si la température est déjà su�samment basse, il est
possible que la chaîne générée se bloque dans le bassin d'attraction d'un minimum local.

5 Perspectives : approche bayésienne et méthodes numériques

alternatives

Un tour d'horizon de la littérature concernant la plani�cation d'expérience permet de
se rendre compte que l'approche développée ici entre dans le cadre plus large des méthodes
bayésiennes. En e�et, plutôt qu'une modélisation a priori �gée, il est possible de considérer une
distribution a priori sur les paramètres de cette modélisation. On peut par exemple imaginer
que le rapport pépite/linéaire est distribué uniformément sur l'intervalle [1, 4]. Il est alors
possible de chercher le plan optimal selon un certain critère O(η) , par exemple (4), tout
en prenant en compte cette incertitude. Cela revient à optimiser l'espérance de ce critère
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relativement au paramètre θ ∈ Θ incertain. Dans le cas de (4), on aura ainsi :

E(Oθ(η)) =
∫

Θ

∫
X
V(Z(x)|θ)dx dθ, (8)

où V(Z(x)|θ) est la variance de prédiction du krigeage universel conditionnellement à θ.
Finalement, l'approche de Brus et Heuvelink revient à faire du bayésien avec des a priori qui
sont des dirac en une valeur �xée du paramètre.
L'approche bayésienne pour la plani�cation d'expérience a été formulée dès les années 60 mais
il a fallu attendre le milieu des années 90 pour voir apparaître des applications pratiques,
notamment en raison du coût numérique de ces méthodes. La très bonne revue de Chaloner
et Verdinelli [5] donne un certain nombre d'exemples dans le cadre des modèles linéaires
généralisés pour l'estimation de paramètres.
En géostatistique, les premiers articles faisant mention d'une approche bayésienne datent
des années 90 et traitent de l'estimation des paramètres du modèle ou de la prédiction de
manière indépendante, voir [7] et sa bibliographie. Dans le premier cas, le plan est optimisé
a�n d'obtenir des paramètres de variance minimale et dans le second cas, les paramètres du
modèle étant �xés, on cherche à minimiser la variance de prédiction. Deux articles récents
[15] et [7] proposent d'intégrer les incertitudes sur les paramètres et sur la prédiction dans un
cadre unique. Dans le premier, l'estimation des paramètres de la covariance est réalisée par
maximum de vraisemblance et leur variance estimée par la matrice d'information de Fisher ;
on fait donc l'hypothèse que le phénomène étudié suit une distribution gaussienne. Dans le
second, une approche bayésienne est adoptée, impliquant le choix d'une loi a priori pour chacun
des paramètres. Cette dernière approche semble plus prometteuse car facilement extensible à
une grande variété de modèles géostatistique. En outre, elle se passe de l'hypothèse gaussienne.
Elle permet en�n d'intégrer facilement l'information disponible préalablement à l'étude.
La plani�cation d'expérience par les méthodes bayésiennes nécessite la dé�nition d'un critère
à maximiser en fonction des résultats attendus de l'étude. Dans la littérature, ce critère est
appelé fonction d'utilité et l'on cherchera à le maximiser.
Plus précisément, le problème de l'échantillonnage (ou plani�cation d'expérience) optimal(e)
se résout en maximisant l'espérance d'une fonction d'utilité dé�nie selon une modélisation
donnée. On optimise cette quantité en fonction du plan η ∈ H. L'expérience est dé�nie par
un modèle pη(Z|θ), c'est-à-dire la loi des données observables Z ∈ Z conditionnellement au
paramètre θ ∈ Θ, et dépendant éventuellement du plan η ∈ H. Le modèle est complété
par une loi a priori sur le paramètre p(θ). L'utilité est une fonction, par exemple le coût
quadratique négatif u = −{θ−Eη(θ|Z)}2, ou bien une quantité spéci�que au problème comme
u = nombre total de patients traités, ou encore 1 − O(η), où O(η) est dé�ni dans l'équation
(4), p. 2. Puisque le plan d'échantillonnage est choisi avant que l'expérience ne soit menée, il
faut maximiser l'espérance de u(·), conditionnellement à (θ, Z). Formellement, le problème se
pose de la manière suivante :

η∗ = arg max
η∈H

U(η), où U(η) =
∫
Z

∫
Θ

u(η, θ, z)pη(z|θ)p(θ)dθdz, (9)

U(η) est l'espérance de l'utilité pour le plan η. Autrement dit, l'approche bayésienne suggère
l'emploi d'une fonction d'utilité qui re�ète l'objet de l'expérience, en liant le choix du plan à
un problème de décision. On sélectionne ensuite le plan qui maximise l'espérance de l'utilité.
Notons également que la fonction d'utilité peut dépendre explicitement du phénomène étudié
Z. Il est ainsi nécessaire de le simuler selon le modèle a priori. Ceci rend le calcul de (9) très
coûteux si Z est de dimension grande et implique de choisir une distribution a priori pour Z,
mais cela permet de construire des fonctions d'utilité très informatives, incluant par exemple

15



la probabilité d'approcher un seuil.
A moins que le modèle pη(Z|θ) et l'a priori p(θ) ne soient choisis de manière à rendre les
calculs explicites, la maximisation de U passe par des méthodes numériques. Dans l'approche
décrite dans ce rapport, nous avons employé le recuit-simulé. Il existe néanmoins d'autres
algorithmes dans la littérature qui ont été proposés pour pallier les faiblesses de ce dernier.
On peut citer principalement l'algorithme de Müller [13], qui s'apparente à un recuit-simulé
dans le cadre du modèle de probabilité augmenté ([12]), et l'algorithme proposé dans [1] basé
sur une approche particulaire. Plus récemment, une famille d'algorithmes a été proposée dans
[4] (décrit en annexe) et dont une adaptation judicieuse pourrait se révéler très e�cace. L'un
des avantages serait notamment la possiblité de paralléliser l'algorithme a�n de diminuer les
temps de calculs. En outre, ces méthodes permettent de dé�nir des algorithmes permettant
d'éviter de rester coincer dans un minimum local.
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6 Annexe

6.1 Résultats des régressions

6.1.1 Lille

Campagne d'été

Call:

lm(formula = dat$z1.été ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) + log(1 +

dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.63656 -0.10822 0.04915 0.33701 1.15886

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.31159 0.02309 13.496 < 2e-16 ***

log(1 + dat$propocc250) 0.36910 0.10817 3.412 0.000769 ***

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.356 on 216 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.877, Adjusted R-squared: 0.8759

F-statistic: 770.1 on 2 and 216 DF, p-value: < 2.2e-16

Campagne d'hiver

Call:

lm(formula = dat$z2.hiver ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) + log(1 +

dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.57111 -0.16570 0.06527 0.47186 1.37925

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.39797 0.03132 12.708 < 2e-16 ***

log(1 + dat$propocc250) 0.44226 0.14447 3.061 0.00249 **

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.4669 on 213 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8634, Adjusted R-squared: 0.8622

F-statistic: 673.4 on 2 and 213 DF, p-value: < 2.2e-16

Moyenne

Call:

lm(formula = dat$z3.moyenne ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) + log(1 +
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dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.56806 -0.11902 0.04752 0.32211 1.03723

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.36339 0.02656 13.681 < 2e-16 ***

log(1 + dat$propocc250) 0.35475 0.12412 2.858 0.00472 **

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.3875 on 197 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8839, Adjusted R-squared: 0.8827

F-statistic: 749.9 on 2 and 197 DF, p-value: < 2.2e-16

6.1.2 Reims

Campagne de février

Call:

lm(formula = dat$z1.B_4.au.18.02 ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) +

log(1 + dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.7141 -0.2940 -0.1226 0.3555 1.8995

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.3246 0.1085 2.993 0.005844 **

log(1 + dat$propocc250) 2.0164 0.5281 3.818 0.000714 ***

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.6612 on 27 degrees of freedom

(2372 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.9261, Adjusted R-squared: 0.9206

F-statistic: 169.1 on 2 and 27 DF, p-value: 5.367e-16

Campagne de mai

Call:

lm(formula = dat$z2.B_5.au.19.05 ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) +

log(1 + dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.886725 -0.055642 0.003316 0.133318 0.555176
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.06783 0.04069 1.667 0.107100

log(1 + dat$propocc250) 0.83417 0.19815 4.210 0.000253 ***

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.2481 on 27 degrees of freedom

(2372 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.9037, Adjusted R-squared: 0.8965

F-statistic: 126.6 on 2 and 27 DF, p-value: 1.911e-14

Campagne d'août

Call:

lm(formula = dat$z3.B_4.au.18.08 ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) +

log(1 + dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.37537 -0.08963 0.03891 0.10891 0.27462

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.09070 0.02908 3.119 0.00428 **

log(1 + dat$propocc250) 0.17194 0.14160 1.214 0.23516

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.1773 on 27 degrees of freedom

(2372 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.8361, Adjusted R-squared: 0.8239

F-statistic: 68.86 on 2 and 27 DF, p-value: 2.496e-11

Campagne de novembre

Call:

lm(formula = dat$z4.B_12.au.26.11 ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) +

log(1 + dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.49907 -0.12602 0.05996 0.18251 0.55872

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.11591 0.03907 2.966 0.006237 **

log(1 + dat$propocc250) 0.76882 0.19025 4.041 0.000397 ***

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Residual standard error: 0.2382 on 27 degrees of freedom

(2372 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.9299, Adjusted R-squared: 0.9247

F-statistic: 179 on 2 and 27 DF, p-value: 2.627e-16

Moyenne

Call:

lm(formula = dat$z5.Moyenne_.B ~ 0 + log(1 + dat$nbhabit250) +

log(1 + dat$propocc250))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.32000 -0.14547 -0.02795 0.24688 0.80561

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

log(1 + dat$nbhabit250) 0.1446 0.0494 2.926 0.006875 **

log(1 + dat$propocc250) 1.0711 0.2405 4.453 0.000132 ***

---

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.3012 on 27 degrees of freedom

(2372 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.9364, Adjusted R-squared: 0.9317

F-statistic: 198.7 on 2 and 27 DF, p-value: < 2.2e-16
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6.2 Population Monte-Carlo

L'idée de départ est celle de l'échantillonnage d'importance dont le principe est le suivant :
si l'on cherche à estimer Eπ[f(x)] = J à partir d'un échantillon (x1, . . . , xN ) simulé selon une
loi g (si π, notamment sa constante de normalisation, est inaccessible), l'estimateur non-biaisé
par échantillonnage d'importance sera :

Ĵ =
N∑

i=1

ω(i)f(x(i)),

pour toute f telle que
∫

f(x)2dπ(x) < ∞, où ω(i) = ω̃(i)/
∑N

i=1 ω̃(i), ω̃(i) = π(x(i))/g(x(i)).
Partant, le principe des méthodes dites de �ltrage particulaire visent à simuler selon une suite
de densités {πt}t=1,...,T en appliquant séquentiellement une méthode d'échantillonnage d'im-
portance (voir [3] pour une revue).
Une autre famille de méthodes bien connue pour générer (approximativment) des simulations
selon une loi π inaccessible sont les méthodes de Monte-Carlo par chaînes de Markov (voir
[14]). Elles consistent à simuler une chaîne de Markov de loi stationnaire π.
L'idée de l'algorithme population Monte-Carlo (PMC) est la suivante : si l'on considère à l'ité-

ration t d'un algorithme MCMC un échantillon de N points xt = (x(1)
t , . . . , x

(N)
t ), on produira

l'itération suivante de xt+1 en générant les composantes x
(i)
t+1 selon un noyau propositionnel

q(x|x(i)
t ). Cependant, plutôt que d'accepter chacun des nouveaux états x

(i)
t+1 (ce qui reviendrait

à utiliser N chaînes en parallèle) ou bien l'ensemble de l'échantillon xt+1 globalement (ce qui
engendrerait des taux d'acceptation très faibles en raison de la dimension), l'algorithme PMC
permet de s'a�ranchir des justi�cations de convergence de la méthode MCMC, en corrigeant
à chaque itération l'emploi d'une mauvaise densité par l'introduction de poids d'importance.

Ainsi, si l'échantillon xt est généré en simulant x
(i)
t selon q

(i)
t , indépendamment les uns des

autres, en associant à chaque point x
(i)
t le poids d'importance

%
(i)
t = π(x(i)

t )/q
(i)
t (x(i)

t , x
(i)
t−1), i = 1, . . . , N,

on peut construire des estimateurs sans biais

Ĵt =
1
N

N∑
i=1

%
(i)
t f(x(i)

t ),

pour toute fonction intégrable. Evidemment, dans la plupart des cas, la méconnaissance de π
(de sa constante de normalisation) implique l'emploi des poids suivants :

%
(i)
t ∝ π(x(i)

t )/q
(i)
t (x(i)

t , x
(i)
t−1), i = 1, . . . , N,

normalisés. A�n d'éviter des problèmes de dégénérescence au cours de l'algorithme, plutôt que
de mettre à jour les poids à chaque itération, il est préférable de rééchantillonner parmi les

(x(1)
t , . . . , x

(N)
t ) avec replacement selon les poids %

(i)
t , auquel cas, l'échantillon ainsi construit

est équivalent à un échantillon i.i.d. suivant la loi empirique pondérée associée à π.
Voici le schéma de l'algorithme :
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Algorithm 2 Population Monte-Carlo

for t = 1 . . . T do

for i = 1 . . . N do

Sélectionner le noyau propositionnel q
(i)
t (·, x(i)

t−1)

Générer x
(i)
t ∼ q

(i)
t (·, x(i)

t−1)

Calculer %
(i)
t = π(x(i)

t )/q
(i)
t (xt(i), x

(i)
t−1)

end for

Normaliser les %
(i)
t de sorte que

∑N
i=1 %

(i)
t = 1

Rééchantillonner N valeurs parmi les x
(i)
t avec replacement, en utilisant les poids %

(i)
t

end for

L'avantage majeur de cet algorithme est la possibilité d'employer des noyaux q
(i)
t arbi-

traires, tout en maintenant la validité de la méthode. Les noyaux propositionnels peuvent

ainsi être choisis en fonction des performances des noyaux précédents q
(i)
t−1 et notamment

en fonction des échantillons déjà générés. Le cadre de cet algorithme nous autorise donc à
construire des schémas adaptatifs en fonction de nos besoins, la validité étant assurée par
l'étape d'échantillonnage d'importance.
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